Solution — Suites Numérigues — Suites Récurrentég42

On considére la suite (§,) définie par ug =% et telle que pour tout entier natureln , u, 4+ 1 :1%2']11_ .
n

1-a) Calculer u; et u,.
3U0 _§ 3Ul _2

WETT 2, T2t 100
b) Démontrer par récurrence, que pour tout entiematurel n, 0 <y, .
Soit Py« U, >0».

Initialisation: P, est vrai, puisquel =% .

Hérédité: SoitP, vrai (U, > 0) . On déduit1 iuzu > 0 au vu des opérations utilisées, dang >0 .
n

On a déduiP,,; vrai, sous réserves que, le soit.

Conclusion: B, est vrai pour toutn entier naturel.

On admet que, pour tout entier natureln, u, < 1.
Démontrons cette propriété : Séif, «u, < 1 », ce qui équivauta,—1<0.

(il est conseillé de toujours comparer & 0 plutddqn nombre quelconque.
Initialisation : Py est vrai, puisqueily =% <1.

3u, _1_3un—(1+21n)_ u—1
1+, ~ 1+, 1+,

Hérédité: SoitP, vrai (U, < 1) ouu,—1<0.O0Ondéduiti,,;— 1= <0.

Conclusion: B, est vrai pour toutn entier naturel.

c) Démontrer que la suite (,) est croissante.

i u
Comme les, sont tous positifs, comparora*:;ﬂ*—1 avec 1:
n

un+l_ 3 N 3 § . un+1
U —1+2u”,orun<1:1+2un<3,d0u1+2un>3,50|t—un >1.

Ceci équivaut aup.; > U, , les termesau, étant positifs.

Méthode classiqgue, toujours utilisableEtudions le signe de, +1—Uj .

_ 3u, _3uy— (1 +2u).Uy _ 2u, — 0,2 2uy(1 —uy)
Ui —Un=7"F"—Un = = =
1+, 1+, T+, ~ 1+2,

> 0, puisque tous les facteurs le sont.

On déduitu,.; > Uy .

d) Démontrer que la suite {,) converge.

La suite @) est croissante et majorée par 1, donc elle@stergente vers L<1.

Up
1-u,’

2/ Soit () la suite définie, pour tout entier natureln , par v, =

a) Montrer que la suite {,) est une suite géométrique de raison 3 .

3u, 3u,
Un1 1+, _ 1+ 2, _ 3u,
1 —Up 1_ 3u, QL+2)-3u, 1-u,
1+ 2, 1+ 2,

Vi1 = =3v, . soit {,) géométrique, de raisog= + 3.




Exprimer, pour tout entier naturel n,v, en fonction den .

Vi1 = 3V, , donc ) suite géométrique de raisqrr +3 , de § termev, = 1 Uou =+1.
— Yo
On déduit : v, =vo.q"=3".
3n
b) En déduire que, pour tout entier natureln , u, = T1
U . v 3
Vn =T _"un e Vp=UpVp=Uy & Vp=Uy+UnVy = Va=Uy(1+Vv,),dou: u, =ﬁ=m.

Déterminer la limite de la suite () .
_ 3 3 1 . . _ 1
=Fi1- ,dotd lim u,=1,car Ilim =0.
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